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Аннотация Ключевые  слова 
Предложено частное аналитическое решение системы 
нелинейных дифференциальных уравнений в част-
ных производных для расчета напряженно-деформи-
рованного состояния тонкостенных прямых участков 
волноводов прямоугольного поперечного сечения в 
составе волноводно-распределительных систем кос-
мических аппаратов связи. Учтены основные требо-
вания по конструктивным и функционально-экс-
плуатационным параметрам волноводов при изгибе 
на основе положений теории пластин и оболочек с 
использованием полуобратного метода Сен-Венана в 
перемещениях и напряжениях, что позволяет опре-
делять напряженно-деформированное состояние в 
любой точке конструкции. Получены зависимости 
для определения уточненных значений нормальных 
напряжений в волноводе при изгибе и выявлено 
наличие локальных областей касательных напряже-
ний в местах соединения пластинок, образующих его 
прямоугольное поперечное сечение 
Волновод, прямой участок, тонко-
стенные элементы, пластинка, 
оболочка, неосесимметричное попе-
речное сечение, изгиб, система диф-
ференциальных уравнений, полу-
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Введение. При выполнении расчетных и проектно-конструкторских работ по 
созданию конструкций антенно-фидерных и протяженных волноводно-
распределительных систем (ВРС) с тонкостенным неосесимметричным попе-
речным сечением для новых перспективных космических аппаратов (КА) необ-
ходимо учитывать особенности нагрузочных состояний на всех этапах жизнен-
ного цикла и требования к их функциональному назначению. 
Использование упрощенных моделей [1, 2] в виде одномерных стержней, 
имеющих эквивалентные геометрические и инерциальные характеристики, 
нагрузки и способы закрепления при оценке напряженно-деформированного 
Уточненное решение системы дефференциальный уравнений в задаче изгиба… 
ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2017. № 5 5 
состояния (НДС) волноводов не позволяет проводить анализ и создавать изде-
лия с минимальными массогабаритными параметрами с учетом функциональ-
но-эксплуатационных характеристик. 
Современные методы расчета и предлагаемые известные решения в боль-
шинстве случаев основаны на гипотезах теории стержней, что позволяет только 
в первом приближении оценить работу всей конструкции без учета особенно-
стей нагрузочных состояний всех этапов жизненного цикла и специальных тре-
бований к функциональному назначению. При этом нет возможности рассмат-
ривать НДС в локальных областях поперечного сечения, где могут возникать 
большие касательные напряжения, которые в тонкостенных конструкциях вы-
зывают деформацию формы и размеров поперечного сечения.  
Наиболее простым решением при расчетах протяженных конструкций вол-
новодов неосесимметричного поперечного сечения является использование 
теории стержней с добавлением поправочных коэффициентов [3]. Однако по-
лучаемые результаты сильно зависят от выбора значений этих поправочных 
коэффициентов, которые в справочной литературе даны в зависимости от соче-
тания определенных размеров поперечного сечения стержня, и тогда их выбор 
для промежуточных значений может быть неопределенным [3]. 
Методы расчета, созданные на основе фундаментальных работ В.З. Власова 
[4], А.Р. Ржаницына [5], Д.В. Бычкова [6], являются развитием теории тонкостен-
ных стержней с неосесимметричным поперечным сечением. Одним из достиже-
ний этих работ является оценка и учет депланации тонкостенного поперечного 
сечения стержней в случае действия больших касательных напряжений, напри-
мер, при стесненном кручении или совместном действии изгиба и кручения.  
Однако уточненные основные зависимости теории стержней, полученные в [4–6] 
в целях учета только депланации поперечного сечения, не позволяют для волно-
водов тонкостенного неосесимметричного поперечного сечения в полной мере 
учитывать необходимые требования и особенности их работы.  
В настоящей работе предложено использовать метод расчета [7], согласно 
которому любая тонкостенная пространственная конструкция представляется 
системой из отдельных элементов (пластинок, оболочек), соединенных между 
собой, для каждой из которых строится своя отдельная подсистема дифферен-
циальных уравнений [8]. 
Сложность предлагаемого метода состоит в том, что к настоящему времени 
нет общего аналитического решения частной системы дифференциальных 
уравнений даже одной пластинки, тем более для полученной [8] общей глобаль-
ной системы дифференциальных уравнений модели прямого участка волново-
да, состоящей из четырех пластинок, образующих его прямоугольное попереч-
ное сечение. 
Постановка задачи. Волноводно-распределительная система является со-
ставной частью антенно-фидерного устройства КА связи и предназначена для 
передачи сигналов между блоками приемо-передающей аппаратуры и антенна-
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Для учета особенностей нагрузочных состояний на всех этапах жизненного 
цикла и основных требований к функциональному назначению ВРС предлагает-
ся [7, 9, 10] прямой участок волновода представлять системой из соединенных 
под прямым углом четырех пластинок (рис. 1), для каждой из которых строится 
своя отдельная подсистема дифференциальных уравнений [8] с граничными 
условиями [11]. 
Система нелинейных дифференциальных уравнений [8, 7], учитывающая 
статическое, динамическое и температурное воздействия в прямом участке вол-
новода, имеет вид 
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где Е — модуль Юнга;  ,i i i iZ  Z D E  — функция прогибов для i-й пластинки;
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0 , ,i i iT D E ,  ,i i iT D E  — началь-
ное и текущее температурное поле i-й пластинки; t — толщина пластинок; Di — 
цилиндрическая жесткость i-й пластинки прямого участка;  ,i i i iM  M D E  — 
функция напряжений Эри для напряжений в i-й пластинке; , ,i i Ziq q qD E  — ком-
поненты поверхностной нагрузки для i-й пластинки; U— плотность материала 
пластинок; W — время; i = 1, 2, 3, 4 — номера пластинок.  
В системе (1) для прямого участка каждая группа i-х уравнений описывает 
НДС только i-й пластинки, по контуру которой необходимо задать все гранич-
ные условия. Согласно данным работ [8, 7], граничные условия на боковых сто-
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Краевые граничные условия, выраженные через перемещения и силовые 
факторы или в смешанном виде в локальной системе координат i i izD E  каждой 
пластинки на их торцах, будут определять действительные условия нагружения 
и закрепления в глобальной системе координат XYZ прямого участка в целом на 
его соответствующих сторонах (см. рис. 1). 
Как показал приведенный анализ, в настоящее время отсутствуют частные и 
тем более общие аналитические решения для системы (1). Вместе с тем на осно-
ве существующих основных зависимостей теории упругости, пластин и оболо-
чек возможно построить частные аналитические решения даже для подобных 
дифференциальных уравнений как система (1). 
При наземной экспериментальной отработке воздействия статических, ди-
намических и температурных нагрузок, имитирующих различные виды НДС на 
всех этапах их жизненного цикла, на КА в целом и волноводно-распредели-
тельные системы в частности было выявлено, что наиболее опасными являются 
изгибные деформации конструкций ВРС с соответствующими угловыми сме-
щениями основных и промежуточных опор. 
Рассмотрим пример аналитического решения по определению НДС волно-
вода при изгибе его прямого участка относительно оси Z в глобальной системе 
координат под действием изгибающего момента Mz (рис. 2, а) в плоскости ми-
нимальной жесткости при котором возникают максимальные напряжения.  
Рис. 2. Схема нагружения (а) и деформация поперечного сечения (б) прямого участка  
При изотермическом процессе нагружения прямого участка в первом  
уравнении системы (1) температурная составляющая будет равна нулю: 
    2 0, , 0i i i i i iE T TD D E  D E   и поверхностная нагрузка при статическом 
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нагружении отсутствует: 0i i Ziq q qD E   . Применительно только к данному 
частному случаю изгиба построение аналитического решения системы (1) ослож-
няется взаимосвязанностью отдельных дифференциальных уравнений между со-
бой и нелинейностью системы в целом. 
При изгибе прямого участка (см. рис. 2, а) предполагается свободное де-
формирование составляющих его пластинок в поперечных направлениях iz  
(см. рис. 1), следовательно, в пластинках будет возникать плоское напряженное 
состояние, т. е. 0.ZiV   
В этом случае при действии изгибающего момента Mz поперечное сечение 
прямого участка будет свободно деформироваться, изменяя размеры и последо-
вательно принимая формы 1–4 (рис. 2, б). При этом формы 1, 2 соответствуют 
упругому состоянию с выполнением принятого в линейной теории пластин и 
оболочек допущения о малости деформаций [12], а формы 3, 4 соответствуют 
потере устойчивости и пластическим деформациям [13], при которых эксплуа-
тация ВРС недопустима. 
Основной особенностью качественной работы волноводов является обсто-
ятельство, заключающееся в том, что при эксплуатации волноводов размеры и 
форма канала внутреннего поперечного сечения должны оставаться практиче-
ски постоянными, допуская изменения не более чем на 0,1 %. 
Применительно к расчетной схеме прямого участка волновода это означает, 
что возможность потери устойчивости формы поперечного сечения полностью 
исключается и при действии на него изгибающего момента Mz, каждая пластин-
ка 1-4 будет изгибаться только в одной плоскости своей локальной системы ко-
ординат ,i i izD E  оставаясь в других координатных плоскостях без изменения 
формы. Эти деформационные особенности работы пластинок в составе изогну-
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С геометрической точки зрения, условие (3) эквивалентно требованию, 
чтобы линии, образующие поперечное сечение участка, под нагрузкой остава-
лись прямыми.  
Подстановка условия (3) в систему (1) и граничные условия (2) приводят к 
их упрощению, которые примут вид 
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Граничные условия (5) в местах соединения пластинок 1-2, 2-3, 3-4 и 4-1 не 
учитывают изменение прямого угла между ними в процессе деформирования 
поперечного сечения прямого участка волновода при изгибе (формы 1-2,  
см. рис. 2, б), что допустимо вследствие принятых ограничений на изменение 
всех размеров его внутреннего канала. 
Решение задачи. Для решения рассматриваемой задачи (4) используем по-
луобратный метод Сен-Венана с непосредственным определением напряжений 
(функции Эри  ,i i iM D E  и перемещений (прогибы  , .i i iZ D E  В результате по-
лучим частные решения для отдельных пластинок, объединение которых и бу-
дет аналитическим решением рассматриваемой задачи изгиба прямого участка 
волновода в целом. 
В случае изгиба прямого участка решение для функций  ,i i iM D E  и 
 ,i i iZ D E  можно построить на основе особенностей НДС каждой i-й пластинки 
(см. рис. 2, а). Боковые пластинки 2 и 4 испытывают чистый изгиб в своей плос-
кости; пластинки 1 и 3 подвергаются растяжению и сжатию соответственно в 
сочетании с изгибом по кривой, образованной деформированными краями пла-
стинок 2 и 4.  
Определение функций напряжений  ,i i iM D E  для пластинок. Получить вы-
ражения для функций Эри  , ,i i iM D E  непосредственно определяющие напря-
жения в i-й пластинке прямого участка волновода, согласно полуобратному ме-
тоду Сен-Венана, можно на основе приближенных подходов, в качестве кото-
рых примем решение согласно классической теории стержней [1] с соответ-
ствующим распределением нормальных напряжений (рис. 3, а) по известной 
формуле Навье. 
С учетом особенностей НДС i-й пластинки прямого участка (см. рис. 3, а), вы-
ражения для функций Эри  ,i i iM D E  [14] и принятых обозначений примут вид 
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Коэффициенты iD в выражениях (6) определяются из краевых условий (2) 
по линиям соединения (размеры bc  и ,hc  рис. 3, б) срединных поверхностей пла-
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где ,Z i jJ  — осевой момент инерции относительно оси Z для части поперечного 
сечения (см. рис. 3, б), образованного пластинками i, j (i, j = 1, 2, 3, 4, i < > j); 
, ,Z i jM Z iM  — составляющие изгибающего момента ,ZM  действующие на пла
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Рис. 3. Общая схема напряженного состояния (а) и геометрия поперечного сечения (б) 
прямого участка при изгибе 
 






  — осевой момент инерции всего попе-
речного сечения (см. рис. 3, б). 
В рассматриваемом случае прямого участка волновода имеем 
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Подставив (7) в выражения (6), получим искомые функции: 
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Анализ зависимостей (10) показывает, что они определяют только постоян-
ную составляющую напряжений в пластинках 1 и 3 по толщине, равную напря-
жениям, определенным в их срединных плоскостях. Но пластинки 1 и 3 из-за 
искривления соединенных с ними пластинок 2 и 4 дополнительно будут испы-
тывать и изгибную деформацию [10, 15]. Следовательно, полученные зависимо-
сти (10) для пластинок 1 и 3 необходимо дополнить выражениями, учитываю-
щими изгибные напряжения от их внецентренного растяжения-сжатия в соста-
ве прямого участка волновода. Искомыми выражениями являются функции 
прогибов  ,i i i iZ  Z D E  пластинок 1 и 3, которые определяются деформация-
ми их боковых сторон, сопряженных с пластинками 2 и 4 (см. рис. 3, а). 
Функции прогибов  , .i i i iZ  Z D E . Рассмотрим деформации i-й пластинки 
прямого участка (см. рис. 1). Пластинки 2 и 4, согласно (3), изгибаются каждая в 
своей плоскости (рис. 4), следовательно, прогибы в их локальных системах ко-
ординат i i izD E  (см. рис. 1) из плоскости равны нулю:  
    2 2 2 4 4 4, , 0.Z D E  Z D E    (11) 
Рис. 4. Деформация боковой пластинки 2 (а) и деформация ее поперечного сечения  
в своей плоскости (б) 
Функции прогибов пластинок 1 и 3 определяются деформациями боковых 
сторон сопряженных с ними пластинок 2 и 4 [15]. Поскольку расчетные схемы 
для боковых пластинок 2 и 4 эквивалентны, то достаточно рассматривать НДС 
только пластинки 2 и только в своей плоскости 2 2D E  (см. рис. 4). 
Согласно зависимостям теории упругости [14], перемещения пластинки 2 
можно записать как 
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Перемещения боковой стороны пластинки 2 при 2
'
2
hE  r  и 2 0z   (см.  
рис. 4) [15] будут являться и прогибами пластинки 1 по линии их соединения 
(см. рис. 1), т. е. 
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Аналогичные зависимости будут определять перемещения на линиях со-
единения остальных пластинок 2 и 3, 4 и 3, 4 и 1 между собой (см. рис. 1). 
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С помощью найденных функций напряжений  ,i i iI D E  (10) и проги систе-
мы дифференциальных уравнений (4) с граничными условиями (5). 
Аналитическое решение для рассматриваемой системы дифференциальных 
уравнений (4) можно получить из разрешающих функций (10) и (14), которые 
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Используя выражения (15) можно определить напряжения и деформации в 
любой точке i-й пластинки (i =1, 2, 3, 4), составляющих прямой участок волно-
вода, при его изгибе.  
Максимальные нормальные напряжения. На обеспечение требований проч-
ности, жесткости и функционально-эксплуатационных характеристик волново-
дов существенное влияние будут оказывать максимальные напряжения, возни-
кающие как в отдельных пластинках, образующих прямоугольное поперечное 
сечение, так и в местах их соединения. 
Согласно теории пластин и оболочек результирующие нормальные напря-
жения, действующие в любой i-й пластинке прямого участка волновода, будут 
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Подставив аналитическое решение (15) в выражения (16), (17), получим 
максимальные значения нормальных напряжений max,DV  которые будут дей-
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Примечательно, что выражения для нормальных напряжений, определяе-
мых по формулам (16) и (17) для пластинок 2 и 4, будут аналогичны известной 
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Максимальные нормальные напряжения в пластинках 2 и 4 будут равны 






D DV  V   (21) 
Максимальные нормальные напряжения, действующие в местах соедине-
ния пластинок 1 и 2, 2 и 3, 3 и 4, 4 и 1, должны быть равны между собой. 
Например, в месте соединения пластинок 1 и 2 должно выполняться соотноше-
ние 
 1max 2max.D DV  V  
Однако сравнивая выражения (19) и (21) для нормальных напряжений в 
пластинках 1 и 2, выявили, что они различаются на  21 .P  Очевидно, что при 
условии 
  21 1P |   (22) 
полученное выражение (16) преобразуется в формулу Навье (21): 
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  (23) 
Условие (22) эквивалентно неучету сдавливания продольных волокон пла-
стинок прямого участка в их поперечных направлениях вдоль осей iE , что яв-
ляется одной из основополагающих гипотез теории стержней при изгибе [1] и 
не приводит к большим погрешностям в расчетах только при относительно  
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малых размерах стержневых элементов в их поперечных направлениях  
(H,  B / L < 0,1) (см. рис. 1). Для пластинок 1 и 3, которые изгибаются (см. рис. 4), 
указанная гипотеза неприемлема, вследствие сопоставимости их размеров в 
продольных iD  и поперечных направлениях iE  (i = 1, 3). 
Выявленное различие на величину  21P  является дополнением, которое 
уточняет решение, полученное по формуле Навье при изгибе пластинок 1, 3 от 
их внецентренного растяжения-сжатия в составе тонкостенного прямоугольно-
го поперечного сечения (см. рис. 4) стержня (прямого участка волновода). 
Расчет нормальных напряжений по уточненным зависимостям приводит к 
тому, что в местах соединения пластинок напряженное состояние будет неод-
нородным. На рис. 5 приведено распределение нормальных напряжений 
 1 ,V D E  и  2 ,V D E  для прямого участка и для области соединения его пласти-
нок 1 и 2 между собой. 
Рис. 5. Уточненная схема НДС прямого участка при изгибе: 
а — напряжения прямого волновода; б — напряжения в месте соединения пластинок 1 и 2 
В месте соединения пластинок 1 и 2 (рис. 5, б) нормальные напряжения в 
характерных точках можно записать как  
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В местах соединения пластинок 2 и 3, 3 и 4, 4 и 1 зависимости (24), (25) для 
определения нормальных напряжений будут аналогичными, но с учетом 
направлений их локальных систем координат i i izD E  (см. рис. 1). 
Максимальные касательные напряжения. Как следует из зависимостей (19) 
и (21) для пластинок 1 и 2, нормальные напряжения в месте соединения этих 
пластинок скачкообразно изменяются (см. рис. 5). Это вызывает появление в 
данном месте касательных напряжений 
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1 2, , , .W D E  V D E V D E   (26) 
Появление касательных напряжений при изгибе прямого участка, имеющего 
прямоугольное поперечное сечение, вызвано различием НДС каждой отдельной 
тонкостенной пластинки, соединенных между собой и образующих конструкцию 
волновода как единого целого (см. рис. 3), что рассмотрено ранее. Значения каса-
тельных напряжений в месте соединения пластинок 1 и 2 (рис. 5, б), согласно (26), 
(19) и (21), можно определить как 
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cE    — взаимосвязь локальных координат пластинок 1 и 2 в местах 
соединения. 
Максимальное и минимальное значения касательных напряжений в месте 
соединения пластинок 1 и 2 достигаются (27) на наружной и внутренней по-
верхностях пластинки 1 при 1
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Аналогичная ситуация будет возникать и в местах соединения между собой 
остальных пластинок 2-3, 3-4 и 4-1.  
Выявленные касательные напряжения в местах соединения пластинок, об-
разующих прямоугольное поперечное сечение, являются локальными, само-
уравновешивающимися (см. рис. 5) и не влияют на общее НДС прямого участка 
волновода. 
Для оценки величины и степени опасности выявленных касательных 
напряжений (28), сравним их максимальное значение по отношению к макси-
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В большинстве встречающихся на практике волноводов выполняются со-
отношения 
 / 0,1t h d  и 0,3,P |  
при которых выражение (29) примет значение 
 max
max
100 % 1 %.
W'   |V   (30) 
Полученное относительное значение для максимальных касательных 
напряжений сопоставимо с погрешностями, вносимыми допущениями теории 
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пластин и оболочек и, следовательно, не требует отдельного рассмотрения при 
оценке прочности волноводов, имеющих цельное поперечное сечение. 
Сравнительная оценка результатов расчета. Верификация полученного 
аналитического решения для нормальных (24) и касательных (28) напряжений 
выполнена по известным аналитическим и численным методикам, сравнитель-
ный анализ которых представлен в работе [16], поэтому в настоящей статье 
приведены только краткие выводы. 
Сравнительные расчеты изгибных нормальных напряжений по формуле  
Навье, по теории тонкостенных стержней и МКЭ в ППП ANSYS для различных 
типов конечных элементов показали хорошую сходимость результатов 0,1…3,1 % 
в широком диапазоне геометрических параметров поперечного сечения волно-
водов.  
Среди рассмотренных сравнительных методик, наиболее близкими оказа-
лись численные результаты, полученные МКЭ в ППП ANSYS при использова-
нии оболочечных КЭ Shell181, где различия не превышают 0,4 % в рассматрива-
емом диапазоне геометрических размеров поперечных сечений волноводов. 
Заключение. Получено аналитическое решение для системы дифференци-
альных уравнений применительно к изгибу прямого участка волновода на ос-
нове предложенного способа моделирования тонкостенных стержней с неосе-
симметричным прямоугольным поперечным сечением, образованным отдель-
ными тонкостенными элементами (пластинками). 
При построении аналитического решения использован полуобратный ме-
тод Сен-Венана в перемещениях и напряжениях для каждой из пластинок попе-
речного сечения. 
Полученное решение позволило уточнить формулу Навье при определении 
нормальных изгибных напряжений и выявить касательных напряжения в ло-
кальных местах соединения пластинок, составляющих прямоугольное попереч-
ное сечение прямых участков волноводов. Проведенные сравнительные расчеты 
изгибных нормальных напряжений прямых участков волноводов по формуле 
Навье и МКЭ в ППП ANSYS для различных типов конечных элементов показа-
ли хорошую сходимость результатов. 
Использование полученных результатов при проектировании волноводно-
распределительных систем КА с различными типоразмерами поперечных сече-
ний позволит улучшить их функционально-эксплуатационные характеристики, 
уменьшить массу, оптимизировать трассировку прокладки волноводов и рас-
становку промежуточных опор, а также радиусы и технологию изготовления 
криволинейных участков. 
Результаты исследований использованы в проектно-конструкторских и 
технологических работах при создании волноводно-распределительных и ан-
тенно-фидерных систем космических аппаратов типов «Экспресс», «Луч» и др. 
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Abstract Keywords 
We suggest a particular analytical solution to a system of 
linear partial differential equations for computing the 
stress state parameters of thin-walled straight sections 
belonging to waveguides found in waveguide switch 
systems of communication spacecraft. We take into 
account the basic requirements for structural, functional 
and performance parameters of waveguides subjected to 
bending, using the concepts of the plate and shell theory 
employing the semi-inverse Saint-Venant method for 
displacements and stresses that makes it possible to find 
the stress-strain state at any point in the structure. We 
derive equations determining refined normal stress val-
ues in a waveguide subjected to bending and deduce the 
presence of local tangent stress regions in the zones 
where the plates forming its cross-section join 
Waveguide, straight section, thin-
walled elements, plate, shell, non-
axisymmetric cross-section, bending, 
system of differential equations, semi-
inverse Saint-Venant method, analyt-
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